
Cauchy-Schwarz 不等式

數學所碩二 黃名鉞

1 向量內積

在自然科學裡，很多物理量除了大小之外還帶有方向性，譬如說力、位移、速度及加速

度等等，而在數學上相對應的就是向量的概念。我們已經定義了兩個向量相等的條件以及向

量加減法的運算行為，在此我們想要討論的是兩個向量要如何相乘。首先，在物理上我們第

一次遇到把兩個向量相乘，應該是在計算做功的時候。在直線運動中，做功 W 的公式為

W = F × S

其中 F 是與運動方向同向的作用力大小，而 S 則是位移大小。若 F 與運動方向反向，則我

們定義此時之做功為負。現在我們想要將作用力和位移的方向考慮進來，並將上面的公式推

廣成對任意夾角的作用力和位移都能使用。考慮下圖，作用力向量
−−−−⇀
F 和位移向量

−−−−⇀
S 之間夾

了一個 θ 角，其中 0 ≤ θ ≤ π/2。

因為我們知道垂直位移的分力是不做功的，所以我們可以先將
−−−−⇀
F 分解成平行位移的分力

−−−−⇀
F∥ 以及垂直位移的分力

−−−−⇀
F⊥，此時我們的公式就變成了

W = ∥−−−−⇀F∥∥ × ∥
−−−−⇀
S ∥ = ∥−−−−⇀F∥ cos θ × ∥−−−−⇀S ∥

從數學的角度來看，這樣的向量乘法關心的其實是將其中一個向量「投影」到另一個向量的

方向上之後的行為，於是我們可以定義

Definition 1. 給定兩非零向量 −−−⇀u,−−⇀v ∈ R3， −−−⇀u 和 −−⇀v 的內積定義為

−−−⇀u · −−⇀v = ∥−−−⇀u∥ ∥−−⇀v∥ cos θ

其中 0 ≤ θ ≤ π 為 −−−⇀u 和 −−⇀v 之間的夾角。此外，對任意向量 −−−−⇀w ∈ R3，我們定義

−−−−⇀w · −−−⇀0 =
−−−⇀
0 · −−−−⇀w = 0
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在這裡我們要注意的是，兩個向量的內積是一個純量 (沒有方向性)，而且可以是任意正
負實數 (正功與負功)。除此之外，當兩個非零向量的內積是 0 的時候，這兩個向量必然會垂

直 (cos θ = 0)。
從上面的討論以及內積的定義可以發現，如果我們要讓做功的效果最大，最好的選擇就

是 θ = 0(最大正功) 以及 θ = π(最大負功)，事實上在這兩個情況裡做功的絕對量都是兩個向
量大小的乘積，只是差一個負號而已。而這個現象在數學上就被稱為 Cauchy-Schwarz 不等
式。

Theorem 1. 給定 −−−⇀u,−−⇀v ∈ R3，恆有

(−−−⇀u · −−⇀v)2 ≤ ∥−−−⇀u∥2 ∥−−⇀v∥2

其中等號成立若且唯若 −−−⇀u 和 −−⇀v 平行，或者至少有一個 −−−⇀u,−−⇀v 是零向量。

Proof. 因為 cos2 θ ≤ 1，故

(−−−⇀u · −−⇀v)2 = ∥−−−⇀u∥2 ∥−−⇀v∥2 cos2 θ ≤ ∥−−−⇀u∥2 ∥−−⇀v∥2

其中等號成立若且唯若 cos2 θ = 1 或者至少有一個 ∥−−−⇀u∥, ∥−−⇀v∥ 是 0，也就是 θ = 0, π 或者至少有

一個 −−−⇀u,−−⇀v 是零向量。 �

2 解析幾何

在上一節的討論中，我們已經知道了向量內積的概念。在這一節中，我們要引進座標系

統，並看看在座標系統內向量內積的表現會是什麼。

Theorem 2. 給定 (x1, y1, z1), (x2, y2, z2) ∈ R3，恆有

(x1x2 + y1y2 + z1z2)2 ≤ (x21 + y21 + z21)(x
2
2 + y22 + z22)

其中等號成立若且唯若

x1
x2

=
y1
y2

=
z1
z2

或者至少有一組 xi = yi = zi = 0。

定理 2其實只是把定理 1用座標來表示而已，但是這卻是比較實用的版本。因為定理 1是
對所有 R3 中的向量都對，所以我們任意給定 6 個實數，就必須要滿足定理 2。

Exercise 1. 假設 x, y, z 為三個實數且滿足 x + y + z = 1，試求 x2 + y2 + z2 的最小值。

上面的這個練習同時可以讓我們看出一些 Cauchy-Schwarz 不等式的幾何解釋。給定空間
中兩個非零向量 (a, b, c) 以及 (x, y, z)，如果我們把 x, y, z 滿足 k = ax + by + cz 看成是一個動

點 P(x, y, z) 落在平面 x + y + z = k 上，並把 r2 = x2 + y2 + z2 看成是 P 和原點的距離平方，

那麼根據點到平面的距離公式， r 必須要滿足

r ≥ | − k|
√

a2 + b2 + c2
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再將上式的兩邊同時平方即可得到 Cauchy-Schwarz 不等式。而等號成立勢必是發生在
(x, y, z) 和平面的法向量 (a, b, c) 平行 (也就是垂直平面) 的時候。另一個將 Cauchy-Schwarz
不等式與幾何物件連結的觀點是把 x2 + y2 + z2 = r2 看成是一個球面方程式，因為 P 同時落

在平面與球面上，所以球心 (0, 0, 0) 到平面的距離必須要小於或等於球面的半徑 r，由此亦

可導出上面 k 與 r 的大小關係。

3 歐氏空間

如果我們用代數的角度來看上面的結果，我們已經知道給定任意兩個長度是 2 或 3 的數

列，就必須要滿足 Cauchy-Schwarz 不等式。那麼我們接下來的問題就是可不可以把這個不
等式推廣到對任意兩個長度是 n 的數列都對？當 n > 3 時我們就已經沒有具體的向量概念可

以用了，因為我們根本就畫不出一個四維以上的空間。不過這個推廣其實是可以辦到的，而

且只要用一點簡單的代數技巧就可以證明。

Theorem 3. 給定兩個實數序列 (a1, a2, · · · , an), (b1, b2, · · · , bn)，恆有 n∑
i=1

aibi

2 ≤  n∑
i=1

a2
i

  n∑
i=1

b2
i


其中等號成立若且唯若存在某個 c 使得 ai/bi = c 對所有 i，或者至少有一個數列的每一項都

是 0。

Proof. 考慮 f (t) =
n∑

i=1

(ai−tbi)
2 =

n∑
i=1

a2
i −2t

n∑
i=1

aibi+t2
n∑

i=1

b2
i。因為 f (t) ≥ 0，所以 f (t) = 0的

判別式必定小於或等於 0，進而該不等式得證。其中等號成立若且唯若存在 c使得 f (c) = 0，

也就是 ai/bi = c 對所有 i，或者至少有一個數列的每一項都是 0。 �

有了定理 3之後我們可以反過來問，是否可以將 R3 中的向量性質全部推廣到 Rn？首先，

關於平移、伸縮以及加減法的性質基本上都可以直接類推 (各個分量比較與加減)。但是內積
這個概念就比較麻煩，因為我們沒有夾角的概念，所以不能用直覺的投影來定義。但是定理

3告訴我們，如果我們模仿 R3 中的情況定義

∥(a1, a2, · · · , an)∥ =

√√
n∑

i=1

a2
i

(a1, a2, · · · , an) · (b1, b2, · · · , bn) =
n∑

i=1

aibi

那麼我們就可以定義一個想像的餘弦值

cos θ =
∑n

i=1 aibi√∑n
i=1 a2

i

√∑n
i=1 b2

i

因為 Cauchy-Schwarz 不等式保證了該比例的絕對值恆小於或等於 1，所以這個想像的夾角

是合理的，也就是說如果我們想判斷 Rn 中的兩個向量貼得有多近，就只要看看兩者的內積

和長度的比值就可以了。
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有了這些概念之後，許多幾何物件也可以一起推廣到高維度的空間中，譬如說相對應 R3

中的平面 ax + by + cz = k，在 Rn 中我們一樣可以考慮所謂的 affine hyperplane

E : a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = k

這樣的 affine hyperplane 跟三維空間平面有許多一樣的性質，譬如說 (a1, a2, · · · , an) 是 E 的

一個法向量，也就是說它和所有平面上兩點所形成的向量內積都是 0。此外，若給定 Rn 中

一點 P(p1, p2, · · · , pn)，則 P 到 E 的最短距離就是∣∣∣∑n
i=1 ai pi − k

∣∣∣√∑n
i=1 a2

i

此外，若是我們考慮一個 Rn 中的 n 維球面

x21 + x22 + · · ·+ x2n = r2

那麼利用 Cauchy-Schwarz 不等式可以證出，在 S 和 E 有交集的情況下， E 和球心的距離

必然要小於或等於球面的半徑 r，而當等號成立的時候我們就稱 S 和 E 相切。
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