
外心

數學所碩二黃名鉞

一、等距問題

平面幾何在生活中到底有什麼用？某電視名人在布置家裡的時候第一次體會到數學的威

力。當時她家裡的牆上有著一個圓形的區域，而這位名人希望在這個圓的圓心上釘一根釘子

以吊掛東西，但這個任務卻難倒她了，因為她不知道該如何找到圓心的位置。當她在電台節

目說出這個難題時，觀眾的明信片就開始如雪花般飛來，而這位名人也才發現，原來解決這

個問題的方法竟有非常多種，也發現數學在這些方法中佔有著舉足輕重的角色。各位同學可

以想一想，如果你是這位名人，你會用什麼方法來解決這個難題呢？你是否又能用數學來說

明為何你的方法是可行的呢？

在我們用嚴謹的數學回答這個問題之前，我們可以先試圖地將這個問題用數學的語言來

描述。也就是說，給定平面上的一個圓，我們希望可以找出它的圓心在哪裡。當然，想要把

目標揪出來就必須要先了解目標的特性。我們知道圓心最主要的性質就是它到圓上任何一個

點的距離都相等，所以我們的目的就變成是要在這個平面上，找一個與圓上任一點都等距的

點。但是圓上的點有無窮多個，所以我們先想想比較簡單的狀況。考慮此圓上兩個相異的點

A 和 B，那麼在這個平面上與 A 和 B 兩點距離都相等的點會落在哪裡呢？過去我們曾學

過，中垂線上的每一個點到兩端點的距離都相等，事實上我們可以證明

Theorem 1. 給定平面上一線段 AB 以及一點 P，

1. 若 P 落在線段 AB 的中垂線上，則 PA = PB。

2. 若 PA = PB，則 P 落在線段 AB 的中垂線上。

也就是說，我們的圓心候選人從一整個平面上的點減少到只剩 AB 中垂線 LAB 上的點。

可是這樣我們還是無法決定到底哪個才是圓心，所以我們就再考慮圓上的第三個相異點 C，

並如法炮製地做出 AC 的中垂線 LAC。根據前面的論述，圓心勢必要同時落在 LAB 和 LAC

上，但這兩條直線一定會有交點嗎？答案是肯定的，因為 AB 和 AC 絕對不會平行 (為什
麼？)，所以他們的中垂線也絕對不會平行，既然不平行就必然要交於一點，而這唯一的候選
人就是我們要的圓心了。

Exercise 1. 平面上有不共線三點 A,B,C 分別代表三戶人家，現在他們想要挖一個井，但

為了公平起見，這個井跟三戶人家的距離必須要相等。試用尺規作圖找出這個井的位置。

二、外心與外接圓

由上面的例題我們可以發現，在平面上給定不共線的相異三個點，必可找到「唯一」的

一點到這三點都等距。這個現象其實還有很多種說法，如果我們用這個點當圓心，以圓心到

三點中任一點的距離當半徑，就可以畫出一個同時通過此三點的圓。一般常見的數學說法是

Theorem 2. 在平面上，不共線的相異三點唯一決定一個圓。
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從另一個觀點來看，平面上給定不共線的相異三個點，基本上跟給定一個三角形是一樣

的。所以上面的敘述就變成了

Theorem 3. 在平面上，給定任一個三角形，必可找到唯一的一個點到三頂點都等距。我們
將這個點稱為此三角形的「外心」。若以外心為圓心，外心到任一頂點的距離為半徑畫一圓，

就可得到這個三角形的「外接圓」。同樣地，因為外心是唯一的，所以外接圓也是唯一的。

上面這種命名方式往往會讓人產生誤會，較合理的說法應該是我們先找到了外接圓，再

把外接圓的圓心命名為外心。事實上，外心並不一定都在三角形的外部。(但三角形的另一顆
心―內心一定在三角形的內部！)

Theorem 4. 銳角三角形的外心恆在三角形內部，鈍角三角形的外心恆在三角形外部，而直
角三角形的外心恰為其斜邊中點。

其中值得注意的是，直角三角形的情況剛好是 Thales 定理的逆定理，也就是說任何一個
直角三角形必內接於一個以其斜邊為直徑的半圓。

三、從平面到空間

接下來，我們想把上面的問題放到空間中來討論。第一個推廣的問題就是給定空間中的

一個球面，有沒有什麼方法可以找出它的球心呢？同樣地我們仿照之前的分析方法，首先考

慮球上兩點 A和 B，那麼在「空間中」與這兩點都等距的點會落在哪呢？基本上還是會落在

中垂線上。但我們應該特別注意的是，在空間中 AB 的中垂線不再只有一條了，而這無窮多

條中垂線會形成一個「中垂面」 EAB。當然，這樣的候選人還是太多了 (一整個平面的點)，
所以我們再考慮球上第三個相異點 C，並做出 AC 的中垂面 EAC。自然地，我們的球心應該

要同時落在這兩個平面上，唯一和平面世界的版本不同的是，這兩個不平行 (為什麼？) 的平
面會相交於一條直線 LABC，所以我們的候選人還是有無窮多個，而我們也只好再找球上的

第四個相異點 D，並做出 AD 的中垂面 EAD。大部分人可能會覺得 EAD 與 LABC 的交點就

是我們最後的答案了，不過很不幸的是 LABC 是有可能完全落在 EAD 上的。在找出讓 EAD

和 LABC 交於唯一一點的條件之前，我們可以先觀察一下 LABC 的性質。

Theorem 5. LABC 是一條通過 △ABC 的外心、且垂直平面 ABC 的直線。

換句話說， LABC 其實是平面 ABC 的一條法線。另外，如果我們希望 EAD 不包含 LABC

的話，那麼 EAD 的法線們就絕對不可以和 LABC 垂直。特別注意到的是， AD 是 EAD 的一

條法線，而且 A 又落在平面 ABC 上，若是 AD 完全落在平面 ABC 上，那麼 AD 和 LABC

就垂直了！所以我們發現，要讓 EAD 和 LABC 交於一點的話， D 就絕對不能落在平面 ABC

上。也就是說，只要 A,B,C,D 四點不共平面，那麼 EAB, EAC , EAD 這三個中垂面就會交於

唯一的一個點，而球心也就找到了。

跟平面上的版本一樣，我們也把這個找球心的方法和結果用各種不同的數學角度來描述。

Theorem 6. 在空間中，不共平面的四個相異點唯一決定一個球面。

Theorem 7. 空間中給定一個四面體，必可找到唯一一個點到四個頂點等距，同時也可找到
唯一的一個外接球面。
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